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Costanti utili
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h=6.6・10-34 J・s

ℏ=h/(2π)~10-34 J・s  

ℏ~6.6・10-16 eV・s

ℏc~200・MeV・fm

1fm=10-15 m

Densità centro del nucleo=
0.17Nucleoni/fm=3・1017kg/m3

Densità media del nucleo=
0.13Nucleoni/fm

Distanza media dei nucleoni nel 
nucleo=1.8 fm

Raggio del nucleo =R0 A1/3  
dove R0=1.2 fm
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Cinematica relativistica 
e limite classico
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L’energia cinetica è per definizione la differenza tra energia relativistica e energia a 
riposo. Nel limite classico si riduce alla nota definizione

Energia relativisticaEnergia
a riposo

Momento relativistico x c
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Spesso la massa si misura in energia e si intende Energia/c2

Ad esempio la massa a riposo dell’elettrone vale 0.5MeV e si 
scrive 0.5MeV/c2 per ricordare che va moltiplicata per c2 per 
ottenere la massa.

Ad esempio il momento di Fermi dei nucleoni nel nucleo vale 
250MeV e si scrive 250MeV/c per ricordare che va 
moltiplicata per c per ottenere una quantità di moto.

Spesso il momento si misura in energia e si intende Energia/c

NB: nei due esempi in realtà bisogna prima trasformare 
MeV in Joule e quindi bisogna convertire MeV in eV e 
moltiplicare per la carica dell’elettrone.
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Introduzione al nucleo
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2.2 I nuclidi
      -Legge di Moseley
      -Energia di legame
      -Spettroscopia di massa
      -Abbondanza naturale dei nuclidi
      -Bilancio dettagliato reazioni nucleari

2.3 Parametrizzazione energia di legame 
      -La formula di Weizsacker 
      -Modello a goccia
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Bilancio energetico reazione 
nucleare di formazione del deutone
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n+H→d+γ reazione di cattura neutrone termico (~1/40eV)

Energia di legame deutone = energia fotone + energia cinetica deutone
Energia di legame deutone = Eγ+Td= Eγ+qd2/(2Md)

Conservazione energia (trascuro energia n e H fermo):

Momento neutrone e protone trascurabili quindi qγ=-qd=Eγ/c

Energia di legame deutone = Eγ+(Eγ)2/(2Mdc2)~Eγ = 
Eγ misurata = 2.225MeV

Conservazione momento (n quasi fermo e H fermo):

NB: relazioni non relativistiche M ~ GeV
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Abbondanza nuclidi
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Big Bang Stelle Supernove
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Energia di legame per 
nucleone
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Potenziale nucleone-nucleone
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core repulsivo < 0.5fm 

debolissima forza 
attrattiva > 1.5fm 

buca di potenziale 
~ 40 MeV

Conseguenze per le 
proprietà del nucleo:
-Saturazione densità
-Termine di volume
-Nucleoni quasi liberi
-Buca di potenziale dovuta 
al campo medio degli altri 
nucleoni
-Nucleoni quasi-liberi
-Modello a gas di Fermi
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Modello di nucleo a gas 
di Fermi
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Introduzione del capitolo 17

17.1 Modello a nucleo di gas di Fermi
      -Densità degli stati
      -Momento di Fermi
      -Energia di Fermi
      -Gas di Fermi di neutroni e protoni
      -Energia di legame per nucleone
      -Energia cinetica totale del nucleo



Astrofisica Nucleare G. Chiodini - 2017

Densità degli stati di 
particella libera

 11

L0

Ψ(x)=Ψ(x+L)
λx=L/n    kx=2π/λx=2πnx/LΨ(x)=V-1/2eikxx

densità di stati per vettore d’onda = dnx/dkx=L/2π

(dx)(dpx)~2πℏ

Una particella dnx=1 occupa nello spazio fasi (x,px) il volume

dx=L, dpx=ℏdkx dkx~2π/L dnx/dkx=2π/L

Principio di indeterminazione

Condizione di periodicità onda piana

densità di stati per vettore d’onda nello spazio= d3n/d3k=V/(2π)3
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simmetria sferica d3k=4πk2dk

densità di stati in simmetria sferica= dn/dk=Vk2/(2π2)

densità di stati in simmetria sferica per particelle di spin 1/2  

dn/dk=Vk2/π2

kx=2πnx/L

kz=2πnz/L

ky=2πny/L

k
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Sfera di Fermi
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d3n/d3k=2V/(2π)3 d3n=2V/(2π)3d3k

N/V=n(densità di particelle per unità di volume)=  
2/(2π)3·Volume sfera di Fermi di raggio kF  
=2/(2π)3·4/3πkF3=1/(3π3)kF3

kF=(3π2n)1/3

Spin 1/2

Il momento di Fermi pF=ℏkF e’ l’ultimo stato occupato del gas libero di 

fermioni di spin 1/2, densità di volume n e nello stato fondamentale.
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Onda piana di un fermione di 
spin 1/2 (pag 66 dispense)
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Ψk,s(x)=V-1/2eik·x χs
χ↑=(  ) χ↓=(  )1

0
0
1

spin s=1/2 spin s=-1/2

<Ψk’,s’Ψk,s>=Normalizzazione∫d3xV-1/2e-ik’·x χ*s’V-1/2eik·x χs

<Ψk’,s’Ψk,s>=Normalizzazione∫d3xV-1e-i(k’-k)·x χ*s’χs

χ*s’χs=δs’s

<Ψk’,s’Ψk,s>=Normalizzazione·V-1(2π)3δ(k’-k)δs’s Normalizzazione=V/(2π)3

<ΦΨ>=V/(2π)3∫d3xΦ*(x)Ψ(x) <ΦΨ>=V/(2π)3∫d3kΦ*(k)Ψ(k)

Nello spazio delle coordinate Anche nello spazio dei momenti
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La densità di volume è la somma incoerente delle 
probabilità di trovare ogni singola particella di numeri 
quantico k,s nell’unità di volume (onde piane ortogonali 
quindi nessuna interferenza quantistica).  

n=∑k,s|Ψk,s(x)|2=2∑kV-1=

n=2V/(2π)3∫d3kV-1=2(2π)-3(4/3πkF3)=1/(3π2)kF3

kF=(3π2n)1/3

Se ho N fermioni nel volume V e nello stato fondamentale 
questi occuperanno gli stati di singola particella (onda 
piana) con numero d’onda e spin k,s con s=+/-1/2 e k<kF 
affinchè il principio di esclusione di Pauli sia rispettato. 
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Modello a gas di Fermi di 
protoni e neutroni nel nucleo
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Nel gas di Fermi EF è riferita al vuoto nel nucleo al fondo 
della buca di potenziale nucleare per protoni e neutroni 
indipendentemente.
Modello a particelle indipendenti. 

Atomo: elettroni organizzati attorno al 
nucleo dalla forza coulombiana del nucleo.
Nucleo: nucleoni autoorganizzati in una 
buca di potenziale.

Stabilità rispetto 
decadimento beta 

|EFn-EFp|<mec2
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Energia cinetica totale del nucleo 
nel modello a gas di Fermi
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x=(N-Z)/2
y=(N+Z)/2 →{ {N=x+y

Z=y-x
A=2y

x/y ~ o(1)

EKIN(A,Z)=3/5ZℇFp+3/5NℇFn=3/5(ℏ2/2M)(ZkFp2+NkFn2)

kFp=(3π2 Z
V )1/3

V=4/3πR03A
kFn=(3π2 N

V )1/3

kFp=(9π Z
4A

)1/3 kFn=(9π N
4A

)1/3

EKIN(A,Z)=3/10(ℏ2/M)(ZkFp2+NkFn2)
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EKIN(A,Z)=3/10(ℏ2/MR02)(ZkFp2+NkFn2)=3/10(ℏ2/MR02)(9π/4)2/3Z5/3+N5/3

A2/3

= 3/10(ℏ2/MR02)(9π/8)2/3
(y-x)5/3+(x+y)5/3

y2/3

= 3/10(ℏ2/MR02)(9π/8)2/3y[(1-x/y)5/3+(1+x/y)5/3] …bisogna sviluppare 
fino al II ordine

= 3/10(ℏ2/MR02)(9π/8)2/3 
y[1-5/3x/y+5/3(5/3-1)/2(x/y)2+1+5/3x/y+5/3(5/3-1)/2(x/y)2]

=3/10(ℏ2/MR02)(9π/8)2/3y[2+5/3(5/3-1)(x/y)2]

=3/10(ℏ2/MR02)(9π/8)2/3y[2+10/9(x/y)2]

=3/10(ℏ2/MR02)(9π/8)2/3[A+5/9(N-Z)2/A]
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Energia totale del nucleo nel 
modello a gas di Fermi
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ET(A,Z)=-BA+EKIN(A,Z)= 

[-B+3/10(ℏ2/MR02)(9π/8)2/3]A+

1/6(ℏ2/MR02)(9π/8)2/3(N-Z)2/A

Termine di volume < 0

Termine di asimmetria > 0

B=40MeV profondità buca di potenziale
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Libero cammino medio e 
principio di esclusione
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• Cinetica media nucleoni nel nucleo = 33 MeV
• Sezione d’urto interazione nucleone-nucleone a 33 MeV 
• σ =πR02=π (1.2fm)2 ~4fm2=0.4·10-26 cm2=40 mb
• Densità nucleare media  n = 0.13 nucleoni/fm3, 
• Libero cammino medio classico = 1/(nσ) =  

1/(0.13·4)fm ~ 1.9 fm quindi simile alla distanza media tra nucleoni 
nel nucleo (come una goccia classica!!!).

La collisione ridistribuisce l’energia tra i nuclei ma quello che riduce la sua 
energia dovrebbe finire in un livello già occupato e ciò non è possibile per il 
principio di esclusione di Pauli.  

Modello a particelle indipendenti salvato dal 
principio di esclusione di Pauli:
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Modello di nucleo a 
shell
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17.3 Il modello a shell
      -Introduzione
      -I numeri magici
      -Autostati del potenziale nucleare
      -L’accoppiamento spin-orbita 
      -Stati con una particella (un buco) in una shell  
       (in una shell piena)
      -Momenti magnetici del nucleo da NON FARE
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Numeri magici del nucleo
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1. 1 nuclei con un Z magico hanno tanti isotopi, i nuclei con 
un N magico hanno tanti isotoni

2. Energia di cattura di un nucleone da parte di un nucleo è  
bassa se diventa un nucleo non più magico è alta se diventa 
magico 

3. Le famiglie radioattive naturali finiscono con il nucleo 
doppio magico 20882Pb126

2,8,10,20,28,50,82,126
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Energie di legame per cattura di 
neutroni o protoni e numeri magici

 23

Energia di legame per cattura di n o p per ottenere un 
nucleo magico 

Energia di legame per cattura di n o p da parte di un 
nucleo magico 

Analogo alle energie di ionizzazione o cattura elettronica di gas nobili e alcalini
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Potenziale medio nucleare
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Potenziale Wood-Saxon

Spin-orbita

Rompe degenerazione oscillatore armonico
L più alti energia più bassa 

Sposta i J=L+1/2 verso il basso 
al punto tale che dal quarto 
guscio in poi  finiscono nel 

guscio sottostante 

1949 Goeppert-Mayer e Jensen: prevedono tutti i numeri magici

/ℏ2

∝
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Le shell: gruppi di livelli energetici molto vicini
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I numeri magici per gli atomi sono 
2 , 1 0 , 1 8 , 3 6 , 5 4 e 8 6 , 
corrispondenti al numero totale di 
elettroni in gusci elettronici pieni 
(gas nobili non reattivi).  
Gli elettroni all'interno di un 
guscio hanno energie molto simili 
e si trovano a distanze simili dal 
nucleo. 

I numeri magici per i nuclei sono 
2, 8, 10, 20, 28, 50, 82 e 126. Nei 
nuclei, questa stabilità si verifica 
quando c'è un grande intervallo di 
energia tra una serie di livelli pieni 
ed il livello successivo vuoto.  
Questi gusci non sono così 
ch ia ramente co l lega t i a l l a 
struttura spaziale del nucleo 
come invece lo sono i gusci degli 
elettroni alle orbite atomiche.
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Le shell:  Ground state nuclei con piccoli A
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Indipendenza dalla carica delle 
forze nucleari
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2.4 Indipendenza dalla carica delle forze nucleari 
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Spin e Isospin
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I2

I3

I1

S3

S1

S2

Doppietto di spin
spin up=|↑>
spin down=|↓>

Doppietto di isospin
protone =|p>
neutrone=|n>

Matrici di 
Pauli Si=ℏ/2σi

Matrici di 
Isospin Ii=1/2τi 

Lo spin si somma con altri spin e momenti angolari orbitali, 
mentre l’isospin si combina solo con altri isospin.

I3nucleo=∑I3nucleoni=(Z-N)/2
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Simmetria di Isospin (Heisenberg) 
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La forza nucleare nucleone-nucleone è invariante per 
rotazioni spaziali e isospin e quindi dipende solo da J=L+S e I 
e non da J3 e I3.

Funzione d’onda 
nucleone-nucleone

s
s
s

s

Simmetrico

AntiSimmetrico



Astrofisica Nucleare G. Chiodini - 2017

Principio di esclusione 
di Pauli ed isospin
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L’isospin permette di estendere il principio di esclusione 
di Pauli all’insieme dei nucleoni considerando p e n 
fermioni indistinguibili (per la forza nucleare).

Se S=1 (simmetrico)      allora I=0 (antisimmetrico)
Se S=0 (antisimmetrico) allora I=1 (simmetrico)

Vedi deutone, 6Li e 14N  nelle prossime slide



Astrofisica Nucleare G. Chiodini - 2017

A=2
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Un solo stato: il deutone.   
E’ un singoletto di isospin e non ha nessun stato eccitato

s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

p↑ n↑
J=1+, I=0,I3=0deutone

Due stati : 3H=3T e 3He.   Doppietto di isospin

s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

n↑
J=1/2+, I=1/2

A=3

s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

p↑n↓

I3=-1/2 I3=1/2

3H                   3He
p↑n↓ p↑
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A=4
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Un solo stato: 4He. Singoletto di isospin particolarmente 
stabile con energia di legame 28.3 MeV (radiazione alfa)

s1/2
p3/2
p1/2
d5/2 J=0+, I=0,I3=0

Nessun stato stabile

A=5

4He
n↑n↓p↑p↓

NB: Sono 4 nucleoni ben 
legati tra loro e e non 2 

come il deutone
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J=0+, I=1

I3=-1 I3=0

6He                   6Li                   6Be

Tripletto di isospin + singoletto di isospinA=6
I3=1

6Li è una 
sovrapposizione di 
un tripletto e di un 
singoletto di isospin 
entrambi con I3=0.

J=0+ per I=1
J=1+ per I=0 

n↑n↓ p↑p↓
s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

n↑n↓p↑p↓
n↑(↓)

s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

n↑n↓p↑p↓ s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

n↑n↓p↑p↓
p↑

J=0+, I=1J=1(0)+, I=0,1
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J=0+, I=1

I3=-1 I3=0

14C                          14N                        14O

Tripletto di isospin + singoletto di isospinA=14
I3=1

14N è una 
sovrapposizione di 
un tripletto e di un 
singoletto di isospin 
entrambi con I3=0.

J=0+ per I=1
J=1+ per I=0 

s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

n↑n↓p↑p↓

J=0+, I=1J=1(0)+, I=0,1

p↑p↓ p↑p↓ n↑n↓ n↑n↓
n↑n↓

s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

n↑n↓p↑p↓

p↑p↓ p↑p↓ n↑n↓ n↑n↓
n↑p↓

s1/2
p3/2
p1/2
d5/2

n↑n↓p↑p↓

p↑p↓ p↑p↓ n↑n↓ n↑n↓
p↑p↓
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Decadimento gamma
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In ordine:

18.1 Transizioni elettromagnetiche
       -transizioni di dipolo elettrico
       .transizioni multipolari elettriche e magnetiche

3.4 Decadimenti di stati nucleari eccitati
     -decadimenti elettromagnetici
     -gli stati del continuo
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Interazione particella-campo
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Hint=JμAμ

la perturbazione è del tipo corrente x campo: vale per forze 
em, weak, strong

Nel caso elettromagnetico (em):

j=(qc,qv)=(qc,q/mp) A=(φ/c,A)

Hint=qφ-q/mp·A~-q/mp·A

il potenziale elettrico φ non descrive fotoni reali ma virtuali e lo 
trascuriamo mentre il potenziale vettore A lo interpretiamo come 
funzione d’onda del fotone.
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Regola d’oro di Fermi
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H=H0+Hint=p2/2m+V+Hint

w(E)= ℏ
2π |<ψf|Hint|ψi>|2 (E)

Probabilità di transizione 
nell’unità di tempo

Densità degli stati per 
unità di energia

ψ funzione d’onda del sistema imperturbato H0 
Hint è la perturbazione

dE
dnP=dP/dt=

.
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Densità degli stati di un 
fotone
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d3n/d3k=2V/(2π)3

dn=2V/(2π)3dΩk2dk=2V/(2πℏc)3dΩE2dE

dn/dE=E22V/(2πℏc)3dΩ

dΩ è l’angolo solido elementare attorno il k del fotone

Fattore 2 dallo stato di polarizzazione del fotone
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Hint=-q/mp·A=iq/ℏ(xH0-H0x)·A

xH0-H0x=iℏv=iℏp/m perchè x coniugata a v

<ψf|Hint|ψi>=iq/ℏ<ψf|xH0-H0x|ψi>·A=iq/ℏ(Ei-Ef)<ψf|x·A|ψi>

w(E)= ℏ
2π |<ψf|Hint|ψi>|2

q2/ℏ2E2|<ψf|x·A|ψi>|22V/(2πℏc)3dΩE2

ℏ
2π

<ψf|Hint|ψi>=iq/ℏE<ψf|x·A|ψi> E=Ei-Ef =energia del fotone

w(E)= ℏ3(2πℏc)3
2πq2E42V |<ψf|x·A|ψi>|2dΩ

(E)=
dE
dn
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Funzione d’onda del fotone 
nell’approssimazione semiclassica
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A(x,t)=ℇ(ake-i(k・x-ωt)+a*kei(k・x-ωt))^

Emissione, energia 
positiva, propaga “in 
avanti nel tempo”

Assorbimento, energia 
negativa, propaga “in 
dietro” nel tempo

ℇ=vettore di polarizzazione ortogonale a k^ ℇ・k=0

p=ℏk     E=ℏω    E=pc     ω=kc   

A(x,t) vettore d’onda reale
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∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
- ∂2

∂t2
]A(x,y,z,t)=0[

energie positive e negative nascono dall’equazione delle onde 
(derivata temporale al secondo ordine) 

∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
)-iℏ ∂∂t

]ψ(x,y,z,t)=0[

cosi’ come energie solo positive della particella di massa m 
nascono dall’equazione di Schrodinger (derivata temporale 
solo al primo ordine)

c2   

(
ℏ2

2m

o dalla relazione relativistica dell’energia E=√p2c2 =±pc

o dalla relazione classica dell’energia E=p2/2m

infatti nel passaggio da meccanica classica a quantistica vale la 
corrispondenza tra grandezze cinematiche e operatori:

E→iℏ ∂∂t
p→-iℏ∇
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Normalizzazione 
funzione d’onda fotone

Il fotone è un quanto di energia ℏω che occupa il volume V

densità di energia=
V

ℏω
2

ℇ0<E2>t

2μ0

<B2>t+=

dove con <…>t  si intende la media temporale e densità di 
energia elettrica e magnetica sono in media uguali.

ℇ0<E2>t=

E=-∂A
∂t
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A(x,t)=|ak|ℇ(e-i(k・x-ωt-α)+ei(k・x-ωt-α))=2|ak|ℇcos(k・x-ωt-α)^ ^

E=-∂A
∂t

=2ω|ak|ℇsin(k・x-ωt-α)^

E2=4ω2|ak|2sin2(k・x-ωt-α)

Il valore medio di un sin2 o cos2 e’ 1/2 quindi

V

ℏω
=2ℇ0ω2|ak|2

e la normalizzazione della 
funzione d’onda del fotone vale 

|ak|2=
2ℇ0ωV

ℏ

e possiamo assumere fase nulla α=0  
2ℇ0EV

ℏ2
=

A(x,t)=
^ℇ(e-i(k・x-ωt)+ei(k・x-ωt))[2ℇ0EV]1/2

ℏ
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<ψf|x·A|ψi>=
[2ℇ0EV]1/2

ℏ <ψf|x·ℇ (e-i(k・x-ωt)+ei(k・x-ωt))|ψi>^

Assorbimento 
fotone di energia ℏω  

Emissione
fotone di energia ℏω  

Consideriamo solo emissione, assorbimento e’ equivalente

|<ψf|x·A|ψi>|2=
2ℇ0EV
ℏ2

|<ψf|x·ℇeik・x|ψi>|2
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Sviluppo in multipoli 
elettrici e magnetici

 45

Dipolo elettrico E1

Dipolo magnetico M1 (parte antisimmetrica kixj-kjxi) + 
Quadrupolo elettrico E2 (parte simmetrica kixj+kjxi)

Quadrupolo magnetico M2 + 
Ottupolo elettrico E3

Sia nel sistema atomico che nucleare e’ giustificata l’espansione 
multipolare del campo elettromagnetico 

kR~E/ℏcR~1MeV/(200MeVfm)*1.2fmA1/3 ~6·10-3A1/3
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Regole di selezione
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ψl,m(r,θ,φ)=u(r)Y(θ,φ)l,m

<ψf |ℇ·xeikx|ψi>

Separando la parte radiale e angolare nell’elemento di 
matrice di transizione

∫Y*(θ,φ)lf,mf Y*(θ,φ)l,mY(θ,φ)li,midφsinθdθ
Parte angolare

Integrando sugli angoli si ottengono le seguenti regole di 
selezione

m=mi-mf|li-lf|≤l≤|li+lf|   ma non Ii=If=0

Ad esempio per il dipolo <ψf |ℇ·x|ψi> l=1
La parità del fotone di multipolarità l e’ data da (-1)l per la 
transizione elettrica (-1)l+1 per quella magnetica.

{
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Gerarchia dei termini di emissione

 47

Ogni termine dello sviluppo introduce un fattore aggiuntivo k(l-1) e 
quindi una dipendenza dall’energia El-1 che diventa E2(l-1) in termini di 
probabilità di transizine che in aggiunta a E3 del dipolo elettrico da 
una dipendenza (Energia)2l+1 per ogni transizione multipolare 
elettrica e magnetica.

Ogni termine dello sviluppo multipolare (ad eccezione del primo) 
viene separato in una parte antisimmetrica kixj-kjxi  ed in una parte 
simmetrica kixj+kjxi. La parte antisimmetrica kixj-kjxi è il momento 
angolare L=x ⋀ℏk e quindi il momento magnetico μ=q/2m x ⋀ℏk.

Questo spiega perchè l’ordine dei multipoli magnetici è inferiore di 
una unità rispetto all’ordine del termine dello sviluppo da cui hanno 
origine.

La probabilità di transizione è così gerarchicamente ordinata:  
E1<M1, E2<M2,E3<…<M(l-1),El<…
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Momento magnetico di una particella

 48

μ=q/2m (L +gS)
ge ~    2    elettrone
gp ~ 2.7     protone
gn ~-3.8     neutrone (q=0 ma g no perchè costituito  
                                                    da quark carichi)

protone   = uud
neutrone = udd

u=quark up      di carica +2/3
d=quark down di carica -1/3   

u
d( ) doppietto di isospin
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Decadimento beta
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3.    Introduzione
3.1 Il decadimento beta
       -nei nuclei dispari
       -nei nuclei pari
       -cattura elettronica
       -il caso del potassio 40
15.5 SOLO vita media del neutrone (regola di Sargent)
17.6 Decadimento beta del nucleo
       -l’elemento di matrice
       -decadimento di Fermi e Gamow-Teller
        -regole di transizione
       -decadimenti super-permessi, permessi e proibiti
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Vita media e frazioni di 
decadimento
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La vita media e’ una sola τ ed il suo inverso λ=1/τ  
e’ la probabilità di decadere in un secondo.

Le frazioni di decadimento (braching ratio i-esimo BRi) 
possono essere più di una e si sommano a 1.

∑figlioBRfiglio=1

λ=1/τ
Npadre(t)=Npadre(0)e-λt

Nfiglio(t)=BRfiglio[Npadre(0)-Npadre(t)]

Nfiglio(t)=BRfiglioNpadre(0)(1-e-λt)
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Decadimento del neutrone
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n→p+e-+νe

Decadimento a tre corpi.
Neutrone fermo.
Rinculo del protone si trascura.
La massa dell’elettrone si trascura.
La massa del neutrino e’ nulla.  

E0=(mn-mp)c2=Ee+Eν=1.3MeV
dEν=-dEe

= ℏ
2π |<peν|Hw|n>|2 (Ee)

Vita media del neutrone
Densità degli stati integrata su 
tutte le possibili energie finali

dEe

dn1
τ ∫ dEe

 n,p
e-

νe

E0

mec2
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Densità degli stati di un 
sistema a due corpi 

 52

dn=Ee2V/(2πℏc)3dΩe  Eν2V/(2πℏc)3dΩν
    =(4πV)2/(2πℏc)6Ee2dEe  Eν2dEν

dEe

dn
    =(4πV)2/(2πℏc)6Ee2Eν2dEν =(4πV)2/(2πℏc)6Ee2(E0-Ee)2dEe

Elettrone e neutrino hanno un orientamento indipendente.  
∫dΩe  dΩν=(4π)2 .
No fattore 2x2 degli spin perchè fissati dal decadimento.
Massa trascurata E=pc.

dEe

dn∫ dEe    =(4πV)2/(2πℏc)6

E0

mec2

∫
E0

mec2

Ee2(E0-Ee)2dEe
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    =(4πV)2/(2πℏc)6 ∫x2(E0/(mec2)-x)2dx
dEe

dn∫ dEe

    x=Ee/(mec2)
E0

mec2 1

me5

= ℏ
2π |Mfi|2 (Ee)dEe

dn1
τ ∫ dEe

E0

= 25π3V2|Mfi|2 E05

30ℏ7c6 26π6

=
V2|Mfi|2 E05

60π3ℏ7c6

1
τ Regola di Sargent τ~ E0-5  

0

 E0/me

∫x2(y-x)2dx=x3/3(y-x)2|
1

y
 -∫x3/3(-2)(y-x)dx~2/3∫x3(y-x)dx

1

 y

1

 y

=2/3∫x3ydx-2/3∫x4dx~2/12y5-2/15y5=1/30y5

1

 y

1

 y

1

 y

y=E0/(mec2)>>1
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Elemento di matrice (1)
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<peν|Hw|n>=V/(2π)3∫d3x e-ikp·x
V+1/2

e-ike·x
V+1/2

e-ikv·x
V+1/2

eikn·x
V+1/2

eik·x~ 1+ik·x-(k·x)2/2 +…~ 1

Hw

Normalizzazione integrale su onde piane

espansione in kR<<1

termini (kx)L sono soppressi come 10-2L e corrispondono a 
transizioni con momento angolare L.

L=0 transizioni permesse, L>0 transizione L-volte proibite
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Elemento di matrice (2)
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<peν|Hw|n>=V/(2π)3∫d3x e-ikp·x
V+1/2

e-ike·x
V+1/2

e-ikv·x
V+1/2

eikn·x
V+1/2

Hw

Normalizzazione integrale su onde piane

Assumendo  Hw costante l’integrale risulta (2π)3δ(kn=kp+ke+kν)=0

Otteniamo conservazione del momento kn=kp+ke+kν

<peν|Hw|n>=Mfi=Hw/V |Mfi|2=Hw2/V2

|Mfi|2 è proporzionale a V2 perchè deve semplificarsi con V2 
della densità degli stati e la vita media non può dipendere da V.
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Transizioni di F e di G-T
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|Mfi|2 =
gv2+3ga2

V2

Accoppiamento vettoriale 
(come forza elettromagnetica)
(non flippa lo spin del nucleone 
e quindi elettrone e neutrino 
singoletto di spin S=0)

cv2+3ca2

V2
= (ℏc)6GF2

Accoppiamento assiale (non c’e’ analogia con 
altre forze, tipico della forza debole)
(flippa lo spin del nucleone e quindi elettrone 
e neutrino tripletto di spin S=1)

Transizioni di Gamow-TellerTransizioni di Fermi

cv=1 ca~-1

GF~10-5GeV-2

Costante di Fermi
Universale Dipende dal processo

Conservazione 
di Q (carica em)

Partially Conserved 
Axial Current (PCAC)

gv=(ℏc)3GF
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Vita media del neutrone
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Decadimento neutrone è una transizione mista di Fermi e 
Gamow-Teller  

s=1/2+→1/2+ Può essere ottenuta sia con S=0 che S=1

= GF2 E05

60π3ℏ
1
τn

τn ~ ℏ 60π3

1.35MeV55.7
1010GeV4

~ 6.6・10-25 GeV・s
3.7・5.7・10-15GeV5

1010GeV460π3

~ 6.6・π3 / 3.7 / 5.7min ~  9.6  min 

(cv2+3ca2)

τn=14.8min
me non trascurabile per neutron-decay

ca~-1.25
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Modello a quark dei nucleoni

 58

p=uud
n=udd

I nucleoni sono costituiti da quark up (u) e down(d) di 
carica +2/3 e -1/3 rispettivamente

doppietto di isospin ( )u
ddoppietto di isospin ( )p

n

A livello fondamentale il decadimento beta è quindi la 
trasformazione del quark u in d (o viceversa) con 
emissione di un elettrone (positrone) ed un antineutrino 
(o neutrino)
n→p+e-+νe d→u+e-+νe

p→n+e++νe u→d+e++νe

cv=1 ca=-1
Quark è un 

fermione puntiforme

Struttura nucleone e forza forte alterano un poco ca→-1.25
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Decadimento beta dei nuclei

<peν|Hw|n>i=∫d3x e-ikp·x
V+1/2

e-ike·x
V+1/2

e-ikv·x
V+1/2

eikn·x
V+1/2

Cambia l’energia disponibile E05 → ΔE5  
Mfi è calcolato sull’overlap delle funzioni d’onda del nucleo

<peν|Hw|n>= ∫d3xψp*(x) e-ike·x
V+1/2

e-ikv·x
V+1/2

ψn(x)Hw

ψ(x) sono le funzioni d’onda dei nucleoni nel nucleo e non onde piane come 
nel caso del neutrone (beta decay permette di studiare la struttura dei nuclei)

∫d3xψp*(x)ψn(x)Hw<peν|Hw|n>~

GF2 ΔE5

60π3ℏ
(cv2+3ca2)1/τ ~ |∫d3xψp*(x)ψn(x)|2

• decadimenti super-permessi ψp(x)=ψn(x) con overlap = 1
• 14C e 40K overlap ridotto

Hw
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Decadimento alfa
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Libro:
3.2   Decadimento alfa.
       - Probabilità di superamento barriera couloumbiana
       - Vita media
       -Catena di decadimento alfa 238U (Figura 3.7)
3.3   Fissione
       -spontanea (no conto nucleo deformato)
       -indotta
Dispense:
3.3 Fusione non risonante di particelle cariche  
     (fino ad equazione 3.50)
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Barriera coulombiana
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V(r)=ZXZYe2/(4πℇ0r)

V(b)=ZXZYe2/(4πℇ0b)=E=1/2mv2

V(R)=ZXZYe2/(4πℇ0R)

m=massa ridotta=m1m2/(m1+m2)
v =ve loc i t à nuc leo Y dopo (pr ima) 
decadimento alfa (fusione non risonante)   
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Vita media decadimento alfa

 62

τα-1=pformazioneFurtiTtunneling

Ttunneling=e-πη(E) η(E)={2m/(Eℏ2)}1/2ZXZYe2/(4πℇ0)=2(Z-2)αem/β∝E-1/2

 λ=h/p=h/(2mE)1/2 =h/(cβ)             m=massa ridotta=m1m2/(m1+m2)  e β=v/c  

pformazione=probabilità di formazione di una particella nel nucleo    
(prossima a 1 per nucleo elio e praticamente nulla per A>4 ) 

Furti=numero di urti nell’unità di tempo contro la barriera 
coulombiana=2v/R=2cβ/R

τα=pformazionei-12cβ/Re-4π(Z-2)αem/β

R=raggio del nucleo
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Sezione d’urto delle 
reazioni nucleari

 63

Dispense:

3.1 Introduzione
3.2.3 Risonanze
3.3 Fusione non risonante di particelle cariche  
3.4 Reazioni con risonanza   

Libro:
4.2 Sezione d’urto
4.3 Regola d’oro
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Sezione d’urto
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Sperimentalmente ciò che si misura è il tasso R=N/T (o rate) di una 
interazione, cioè il numero di interazioni che avvengono in un 
secondo.

Il rate dipende dalle condizioni dell’esperimento mentre la sezione 
d’urto σ è una proprietà intrinseca dell’interazione e viene definita in 
modo operativo mediante il rate.

Fascio di particelle proiettile di 
densità na, velocità va e area S

Bersaglio spesso d e fermo di particelle di 
densità nb investite dal fascio di particelle 
proiettile

S

d

na

va

nb

Geometricamente una coppia qualunque di particelle proiettile e 
bersaglio hanno una probabilità di interagire data da:

σ
S

p= ipotesi no ombra tra bersagli
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la lunghezza z del fascio che nell’intervallo di tempo T attraversa il 
bersaglio è data da z=vaT

quindi nell’intervallo di tempo T il numero di coppie proiettile e 
bersaglio che possono interagire sono rispettivamente

Na=naSz Nb=nbSd ipotesi d<<z

quindi
rate di interazione = R = N/T = NaNbp/T= naSvanbdσ=ΦanbSdσ

Rab→cd = ΦaNbσab→cd

dove Φa=nava è il flusso del fascio proiettile (particelle per unità 
di superfice e di tempo)

Nb è il numero di particelle bersaglio colpite dal fascio

Rab→cd  e σab→cd  sono rate e sez. d’urto del processo a+b→c+d

σab→cd = Rab→cd /( Φa Nb)
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Sezione d’urto ed ampiezza di transizione
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Abbiamo già visto che la regola d’oro di Fermi corrisponde alla 
probabilità di decadimento di una particella 

1
τdecay

= ℏ
2π |<ψf|Hint|ψi>|2 (E)dE

dn

In un processo di interazione invece la regola d’oro di Fermi 
corrisponde a Na=naV=1  e Nb=1 quindi l’ampiezza di transizione è 
legata al rate alla sezione d’urto dalla formula:

= ℏ
2π |<ψf|Hint|ψi>|2 (E)dE

dnRab→cd=NaNbp/T=p/T

Rab→cd= ΦaNbσab→cd= Φaσab→cd= va/Vσab→cd

σab→cd= ℏva

2πV|<ψf|Hint|ψi>|2 (E)dE
dn L’elemento di matrice deve 

essere proporzionale a V-1/2 
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Diffusione di una particella da potenziale
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Onda incidente

Onda uscente

Onda diffusa=Onda uscente-Onda incidente

Tutta l’interazione e’ contenuta nelle fasi δl (interazione elastica) e nei coefficienti 
di assorbimento ηl (int. anelastica) di ogni singola onda parziale l.

Il potenziale puo’ solo cambiare fase e 
ridurre ampiezza delle onde radiali uscenti

Sviluppo in onde parziali

Sviluppo in onde parziali
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Sezione d’urto differenziale
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flusso particella diffusa

flusso particella incidente

r2Φd=Φi |f(φ,θ)|2 dσ=
Φdr2dΩ
Φi

dR=probabilità di diffusione nell’angolo dΩ nell’unità di tempo 

Φi

dR
= =

Φdr2

ΦiΦi

dR
=

dσ
dΩ

=|f(φ,θ)|2
dσ
dΩ sez. d’urto differenziale
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Sez. d’urto di diffusione elastica
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|fdiffusione,l(φ,θ)|2∝|1-al|2
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Sez. d’urto elastica
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Sez. d’urto di diffusione alσel=

|al|=1, al=ei2δl σr=0 (vedi slide dopo)Processo solo elastico

Notare il fattore 4

 |1-al|2=|1-cos2δl-isin2δl|2=1-2cos(2δl)+cos2(2δl)+sin2(2δl)
=2-2cos(2δl)=2(1-cos(2δl))=4sin2δl Terza formula di 

Werner

felastica,l=

Sez. d’urto elastica

i (2l+1)(1-ei2δl)Pl(θ)=2k

Ampiezza elastica
1 (2l+1)eiδlsinδlPl(θ)k
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Sez. d’urto di reazione (o 
anelastica)
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Flusso anelastico uscente è quello perso dall’onda finale 
rispetto a quella iniziale 

|fanelastica,l(φ,θ)|2=|fi,l(φ,θ)|2-|ff,l(φ,θ)|2∝(1-|al|2)

Sez. d’urto di reazione

σr= al
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Sezione d’urto totale
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Sez. d’urto totale
al

Notare il fattore 2

σT= 4π ImF
k

2) Teorema ottico

Re=parte reale
Im=parte imm.

1) Limite di unitarietà σT,l≤ 4π (2l+1)
k2

 |1-al|2+(1-|al|2)=(1-al)(1-al*)+(1-|al|2)=(2-2Real)

F=ampiezza di scattering di diffusione in avanti θ=0 Pl(0)=1
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Disco assorbente di raggio R

 73

Disco assorbente |al|=0 per l≤lmax; e al=1 per l>lmax

σr=σel=σT/2La sezione d’urto elastica non è mai nulla

 λ=ℏ/p=ℏ/(2mE)1/2 =ℏ/(cβ)             m=massa 

ridotta=m1m2/(m1+m2)  e β=v/c  

 R+λ massima distanza di interazione tra buca di raggio R e particella 
con lunghezza d’onda di De Broglie λ infatti lmaxℏ=Lmax=pR quindi  

(lmax+1)/k=R+λ dove λ=λ/(2π)

σr=π(R+λ)2
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Sezione d’urto di 
fusione non risonante
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σfusione=σdisco assorbente  Ttunneling

 R<<λ    σdisco assorbente(E)=πλ(E)2=πℏ2/p(E)2=πℏ2/(2mE)∝E-1

Ttunneling=e-πη(E)

In generale σel=S(E)/Ee-πη(E)

η(E)={2m/(Eℏ2)}1/2ZXZYe2/(4πℇ0)=ZXZYαem/β
parametro di Sommerfeld

S(E)=S0+S1E+S2/2 E2+…=S0e-αE     fattore astrofisico contiene i veri 
dettagli della struttura nucleare dei due nuclei interagenti.

η(E)∝E-1/2

η(E)∝E-1/2 parametro di Sommerfeld, dipendenza esponenziale da E

X+Y→Z

Valutiamo la fusione non risonante come prodotto tra sez. d’urto 
disco assorbente e probabilità di superamento barriera coulombiana
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Nota bene
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La reazione di fusione 
X+Y→Z

non può avvenire nel vuoto perchè non si può conservare 
energia e momento nello stesso tempo.  

 
Il problema non si poneva per la diffusione di una particella 

dal potenziale V 

La reazione di fusione è sempre accompagnata da un 
fotone anche se spesso è trascurabile

X+Y→Z+γ
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Risonanza elastica
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|ηl|=1 σel(E)=4π/k2∑(2l+1)sin2δl(E)Processo solo elastico

Se δl(E0)=π/2+nπ la sezione d’urto in onda l satura il limite 
di unitarietà e si ha formazione di una risonanza.

sinδl
e-iδl = sinδl

cosδl-isinδl
= 1

cotgδl-i
= 1

(E-E0)2/Γ-i

δl(E)=δl(E0)+(E-E0)2/Γ+…

Γ/2
(E-E0)-iΓ/2

Energia della risonanza=E0

Vita media della risonanza = Γ
Momento angolare della risonanza =l

felastica,l= 1(2l+1)eiδlsinδlPl(θ)k

felastica,l= 2l+1 Pl(θ)k
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σl(E)=4π(2l+1)/k2|fl(E)|2=π/k2 (2l+1)
(E-E0)2+(Γ/2)2

Γ2

 Funzione di Breit-Wigner

σl(E)=πℏ2/p2 (2l+1)
(E-E0)2+(Γ/2)2

Γ2

σl(E)=πℏ2/(2mE)(2l+1)
(E-E0)2+(Γ/2)2

Γ2

dipendenza 1/E dall’energia

σl(E0)=4πℏ2/(2mE)(2l+1)=4π/k2(2l+1)

La risonanza sul picco satura la sezione d’urto 
raggiungendo il limite della unitarietà
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Risonanza anelastica multicanale
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In presenza di canali non elastici o multicanali la risonanza 
elastica non può saturare la sezione d’urto totale e si 
introduce un accoppiamento comune g<1 ed una larghezza 
Γi per ogni canale (∑Γi=Γ).

σa+b→R→c+d(E)=π/k2 (2l+1)
(E-E0)2+(Γ/2)2

gΓabΓcd
processo 
anelastico 
multicanale 

a+b→X→ci+di

Canale di 
formazione

Canale di 
decadimento

Al denominatore appare sempre e solo Γ perchè la risonanza 
come tutte le particelle ha una sola vita media 

Frazione di decadimento = Γi/Γ


